FEk Problemler 1181

dir. Vo, § € R icin |af| < 1(a? + (3?) esitsizligi saglandigindan Vn € N
icin

L) <

n

< S+ )

n2

yazilir.Buna gore, ( 9.88) ve ( 9.89) den Vz € [—7, 7] icin

|an(f) cosnz +bu(f)sinnz| < [an(f)| + |bn(2)|
bn

< 1o+ - a7
1
S ot @) B

oldugu elde edilir. f’(z) fonksiyonu [—m, 7| araliginda parcal stirekli ol

dugundan (9.87) Bessel esitsizligine gore

Sl + B < ¢ [

dir. Buradan, > [a?(f’) + b2(f’)] serisinin yakinsak oldugu anlasilir.
n=1
Demek ki, f nin

@—kian(f) cosnx + by, (f) sinnx (9.90)

Fourier serisi yakimsak Z[ + (a2 (f") + b2(f"))] serisi ile majorant-

lanabilir. Bu nedenle, Welerstrass testi geregince (9.90) serisi [—m, 7]

arahginda f(x) fonksiyonuna mutlak ve diizgiin yakinsaktir. ¢

9.8 Ek Problemler

Asagida genel terimleri verilen (f,) fonksiyon dizilerinin yakinsaklik

bolgelerini ve limitlerini bulunuz.
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(a) ful2) = 1 (b) fulz) = Vaze =" ;
(c) folx)=Var+a?+1: (d) fo(x) =cosm(v4n? + nx) ;
(e) fulz) =sin(@ry/n?+Z+2?): (f) fu(z) = (2 arctanz)? ! ;
(8)  folx) = nae " : (h) fu(x) = cos 5.cos §---cos 57 ;
. g+l znt2 2n
(i) falz) = )] T (nt2)! + 2oy
0, |z|<1 ise,
Cevap: (a) E=R\{-1}, f(z)=< %, a=1 ise,
L |z|>1 ise
(b) E=1[0,400), f(z)=0;
L, Jz|<1 ise,
E=R =
© (@) 22, |x|>1 ise
(d) E=R, f(r)=cos T ;
e wa r <0 ise,
(e) E=R, f(z)=1;() E=R, f(x)=( —em, x<0 ise,
0, r =0 ise;

SIS #£0 ise,

() E=R, f()=0;(h) E=R, f(x):{f’ r =0 1ise;
(i) E=R, f(z)=0.

(42) Asagida genel terimleri verilen ( f,,) dizilerinin karsilarinda yazih arahiklarda

yakinsakligini inceleyiniz.

(@) folz)=a" -2, E=(1,2];
(b fn T) = x2+7{bx+17 E - [07 1] )
(¢) fo(z)=2"—2*", E=10,1];
nzx
(d fn x lin“:ﬁ’ E - R )
e) fo(r) =sinf, FE=[-a,a](a>0);

= %ln%, E=1(0,1);
=nln(1+ %), E=(2,+0);
= mhte, E=(0,1];

TL2+:B2
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_ ; 2z _ .
= arcsin T1ozm 7 E = [0, 1] X

=a", E=(0,5)U{l};

=z —2", E={3,3};

Cevap: (a) waksak ; (b) noktasal yakinsak ; (c) noktasal
vakmsak ; (d) a < 2icin R\{0} {izerinde noktasal yakimsak, o > 2
icin diizgiin yakinsak ; (e) diizgiin yakinsak ; (f) diizgiin yakimsak
;  (g) duzgin yakinsak ; (h) diizgin yakinsak ; (i) noktasal
yakinsak ; (j) noktasal yakinsak ; (k) diizgiin yakinsak ;

(1) diizglin yakinsak ; (m) diizglin yakinsak ; (n) noktasal
yakinsak ; (o) diizglin yakinsak ; (p) diizglin yakinsak ;

(43) Asagida genel terimleri verilen f,, dizilerinin karsilarinda yazili araliklarda

diizglin yakinsak olmadiklarini gosteriniz.

(a) fu(x) = /cos"z + sin” z, E=10,1];

(b) fulz) =sin®z + .5, E=[0,7] ;

(¢) fu(x) = arctan 3na — arctan 2nz, E=(0,1);

(d) folz) =n*(1 —x)2" !, E=1[0,1] ;

(e) falz) =1~ (1—a?)", E=[-v2,V3 ;

(£) fu(x) = n(& — arctan &), E=(1,+0) ;
) falz) =n*(cosha” — 1), E=10,1);
) fn(2)

—~
o

=
=
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(44) Asagida genel terimleri verilen ( f,,) dizilerinin karsilarinda yazih arahiklarda

(45)

yakinsak veya diizgiin yakinsak oldugunu inceleyiniz ve

b b

lim [ f.(z)dx = /[nh_)rgo fn(x)] dx

n—oo
a a

esitliginin dogru olup olmadigini arastiriniz.

(a) fo(z) = 2", [a,0] = [0,1] ;
(1) fule) =m0 > 0 b= [0.1]
(c) falz) =nz%e™™, a >0, [a,b] = [0,1] ;
(d) fu(z) = /nsinzcos™z, [a,b] = [0, %] ;
(e) ful®) = 5, [a,b] = [0,1] .

Cevap: (a) noktasal yakinsak, diizgiin yakinsak degil, evet ;

(b) « > 1 icin noktasal yakimsak, diizgiin yakinsak degil, hayr,

—1 < a <1 icin noktasal yakinsak, diizgiin yakinsak degil, evet,

a < —1 icin diizgiin yakinsak, evet; (¢) «a > 1 icin diizgiin yakinsak,
evet, 0 < a <1 icin noktasal yakinsak, diizgiin yakinsak degil, evet;
(d) noktasal yakinsak, diizgiin yakinsak degil, evet;

(e) mnoktasal yakinsak, diizgiin yakinsak degil, evet.

Asagida genel terimleri verilen ( f,,) dizilerinin karsilarinda yazih araliklarda;

1. yakinsak,

2. (f}) dizilerinin diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz ve

3. < lim fn(as))/ = lim f/(xg), xy € E esitliginin dogru olup ol-
n—oo z=z9  n—oo

madigini arastiriniz.

a) fn(z) = Larctana™, E=10,1], xg=1;

) fn()

b) fa(x) =2® + Lsinn(z + 5), E=R, 20 € E ;
) fa(@)
) fu()

(¢) falz) = 1550, E=R, e E,;
(d) fulx :e*"2x2, E=[]-1,2], xg=1;
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Cevap:
hayr;

3) her xzy € E\{0} icin evet;
2) diizgiin yakinsak degil, 3)

(46) Asagidaki serilerin kosullu ve

(a) 2) diizgiin yakinsak,3) hayir;
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(b) 2) diizgiin yakinsak, 3)

(c) 2)diizgiin yakisak,

(d) 1) noktasal yakisak,

evet.

mutlak yakinsaklik bolgelerini bulunuz.

8

@ X G 0) X ke (0 3 e
(d) nijl cos"z (o) 21 G ) 2 coe
@ Y w0 %
() n§1 (;235”7 (k) ?1 sinnmx (1) nil sc‘:;?f'x‘
m) X g () T S () X R
0 > S (@)X S () 5 =l

Cevap:

(a) U (2nm, (2n+ 1)m) tizerinde mutlak yakinsak;

nez
(b) (0,%) U (e, +00)) tizerinde mutlak yakimsak;
(c) LEJZ (—arcsin 5 + n, arcsin  + nm) tizerinde mutlak yakisak;
(d) U (5 + nm, 3 + nr) lizerinde mutlak yakinsak;

nez

(e) (1,+00) izerinde mutlak yakinsak; (2, 1] iizerinde kosullu yakisak;
(f) R tizerinde kosullu yakinsak;

(g) U (5F+2nm, 5 + 2nm) dizerinde kosullu yakinsak;
nez

(h) (—o00,0) lizerinde mutlak yakinsak;
(i) R\{—n : n € N} iizerinde kosullu yakinsak;

(j) [—1,1] tizerinde kosullu yakinsak;
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(k) Z tizerinde kosullu yakinsak;
(1) R\{2n7 : n € Z} tizerinde kosullu yakinsak;

(m) (1,+00) iizerinde mutlak yakimsak, (—oo, 1]\{2n7 : n € Z} {izerinde
kosullu yakinsak;

(n) R iizerinde raksak ;

(o) {nm:n € Z} tizerinde mutlak yakinsak, R\{nm : n € Z} tizerinde
kosullu yakinsak;

(p) (—1,1) iizerinde mutlak yakinsak, z = 1 icin kosullu yakinsak;
(q) R\{(2n + 1)7 : n € Z} tizerinde kosullu yakinsak;

(r) (4,+00) tizerinde mutlak yakinsak, [1,2) U [3,4) tizerinde kosullu
yakinsak.

(47) Weierstrass testinden yararlanarak asagidaki serilerin karsilarinda yazilh

araliklarda diizgiin yakinsak olduklarini gosteriniz.

@) X i E=[iroo) () X g E—R:
S —v/nx . = 3x)™ .

(@ X V™ E=ll4) (@) X2 L E=1[01];
o2 n+2)3(2x)2" % cos na sin -

() X4 ;2423(%21 E=[-1.4 (D) s, B = [2,+00);
no:ol no:ol

(g) 21 Trnfa? E=R; (h) 21 arctan o+—, E=R;
> n? z2%sinz . no_o nx sin £

(1) Zl n+1 14+ndz4> E = R; (J) Zl ;T_TM7 E = R,

(48) Asagidaki serilerin karsilarinda yazili araliklarda yakinsaklik karakterini

inceleyiniz.
(a) > sin(Fa™), E;=(0,a)(0<a<1), By =(0,1);
n=1
(b) > arctan 5, E, =10,a] (a>0), Ey = [0,4+00);

n=1
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(c) il ¢~(#*+2sinz) Ey = (0,1), Fy = [1,400);
@ % s By = (0,1], B, = (1, +00);
(e) gjl metan(ge)conn By = (0,1), Ey = (1, +00);
(f) il 2" tan #H, By = (0,a), By = (a,+00) (a > 0);
() nﬁ:;l /Zsin L. By = (0,a), B> = (a,+00)(a > 0);
(1) i_ojl Lo, Ey = (a,+00) (a > 0), By = (0, +00);
Q) il e~ sin(n3z), By = (0,400), By = (a,+00)(a > 0);
() 3 e sin(). By = [5,5], By = (~6,6);
(K) 3 gt tan /2, By =[0,3], B = [1.1]

3
Il
i

L El = (Oa 1) 7E2 = (17+OO)7

n3 ln(i(niw )?

8

i
I

Cevap:
(a) B tzerinde diizgiin yakinsak, Fy lizerinde noktasal yakinsak olup
diizgiin yakinsak degildir;
(b) FEj iizerinde diizglin yakinsak, Es iizerinde noktasal yakinsak olup
diizgiin yakinsak degildir;
(c) Ej tizerinde noktasal yakinsak olup diizgiin yakimsak degildir, Fs

lizerinde diizgiin yakinsak;

(d) FE; iizerinde noktasal yakinsak olup diizgiin yakimsak degildir, Fy

iizerinde diizgiin yakinsak;

(e) FEj lizerinde noktasal yakinsak olup diizgiin yakimsak degildir, Fy

izerinde diizgiin yakinsak;
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(f) Ei tizerinde noktasal yakinsak olup diizgiin yakinsak degildir, Es

tizerinde diizgiin yakinsak;

(g) Fy tizerinde diizgiin yakisak, Es tizerinde noktasal yakinsak olup
diizgiin yakinsak degildir;

(h) Ej tzerinde diizgiin yakinsak, Fs tizerinde noktasal yakinsak olup
diizgiin yakinsak degildir;

(i) By tizerinde noktasal yakinsak olup diizgiin yakinsak degildir, Es
iizerinde diizgiin yakinsak;

(j) E tizerinde diizgiin yakinsak, Fs lizerinde noktasal yakinsak olup
diizgiin yakinsak degildir;

(k) FE; iizerinde noktasal yakinsak olup diizgiin yakimsak degildir, Fy

iizerinde diizgiin yakinsak;

(1) E; tizerinde noktasal yakinsak olup diizgiin yakinsak degildir, Fy

izerinde diizgiin yakinsak.

(49) Genel terimleri verilen asagidaki serilerin toplam fonksiyonlarinin karsilarinda

yazili araliklarda stirekli olduklarini gosteriniz.

__ arctannx _ .
= i PR

(a
(b = = E=[25];

) un()
) un()
(¢) un(x) =we™™", B =[0,+00];
(d) un(z) =
() un(z) =

(50) Asagidaki fonksiyonlarm tanim bolgelerini bulunuz ve siireklilik durum-

2" In(1 + sm(gn+ ), E=10,+00];

&

colx

fcosnx E=]

larini inceleyiniz.

(a) f(z)= s (b)) f(z) = i e cosna .

n=1 n=1
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(51) Asagida verilen f fonksiyonunun D(f) tanmim bolgesini bulunuz ve onun

D(f) tizerinde tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz.

@ f@=% G ®) @)=L ater
© f@)=% = @) f@)= 3 Hiy
Cevap: : )

() D(f)=R; (b) D(f)=0,+00);

() D(f)=R; () D()=R

(52) f(z) =Y. e ™" fonksiyonunun E = (0, +00) iizerinde istenilen mer-
n=1

tebeden tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz.

(53) f(x)=>_ % fonksiyonunun F; = [0, +00) iizerinde siirekli ve Ey =
n=1

(0, +00) tizerinde tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz.

o
(54) >~ arctan(3) serisi R iizerinde terim terime tiirevlenebilir midir?
n=1

Cevap: Evet.

(55) Asagidaki serilerin karsilarinda yazili araliklarda terim terime integral-

lenebilir olduklarini gosteriniz ve sonucta elde edilen sayisal serileri bu-

lunuz.

(a) 21 e E=[5.5]5 (b) 21 3" B —[-1,6] ;
(c) ni sinne B =(2,3] .

Cevap:

(a) ni L (sinn—sinZ);  (b) ni Loy

(¢) > =% (cos2n —cos3n) .

(56) Asagidaki kuvvet serilerinin yakinsaklik araliklarini bulunuz.
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(@) 2, (Vna)" ; b 2 o
© 3 Ha @ 3
> n 3 @20 & n2 n
© 3 et CEDWIERSEE
x " X 3 (gd)2ntl
(&) 2_:1 S Togz ]l (h) Z_:l ((;ﬁ)! ;
) X Bt 0 X @
(k) ; 57 (x4 2)" .
Cevap:
(a) E={0}; (b) E=I[-11]; (c) E=R;
(d) E=[-11); (o) E=R; (f) E=(-11);
@) E=[-L1): () E=E; () B=(-51);

(57) Asagidaki kuvvet serilerinin yakisaklik yaricaplarim ve yakimsaklik

araliklarini bulunuz.Araliklarin uc noktalarinda serilerin yakinsaklik

karakterini inceleyiniz.

@) T G ORPIVEERRIE

(© % T @ 3 3+ 2)(w - 1)

(e) 21 (”n—?’ﬁ ; (f) nil —(1+21§§?§1)))W ;

®) S(5+5re>00>0 0) > (1 G e-1,
Cevap:

(a) R=3%,F=(—1,—3). * = —% ve x = —1 icin raksaktur;

(b R=1,FE=(-3,—-1).x
(c) R = %>E = (_%vé) T = —3

iraksaktir;

—3 ve x = —1 icin wraksaktir;

1

L icin kosullu yakinsak, z = =

icin



